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Re´sume´ :
On propose une de´marche microme´canique visant a` de´terminer le comportement macroscopique des
composites pe´riodiques en incluant les effets de gradient de la de´formation et la taille des e´le´ments
microstructuraux. Ces effets peuvent eˆtre obtenus dans le cadre classique de l’homoge´ne´isation des
milieux pe´riodiques en incluant les termes d’ordre supe´rieur du de´veloppement asymptotique [1] et
ne´glige´s dans les approches classiques. Chaque terme de la se´rie est alors obtenu en re´solvant un
proble`me d’e´lasticite´ pose´ sur la cellule e´le´mentaire. Une approche base´e sur la transforme´e de Fourier
rapide s’ave`re particulie`rement bien adapte´e pour la re´solution de ces proble`mes successifs. Enfin, on
propose une transition micro-macro fonde´e sur l’e´nergie e´lastique en vue de la formulation de loi de
comportement du composite. Des illustrations pour des composites a` fibres seront enfin propose´es dans
la dernie`re partie de ce travail.
Abstract :
We propose a micromechanical approach for the modeling of the macroscopic behavior of composites
materials including strain gradient effects and the size of the microstructural elements. This effects are
taken into account, in the homogenization framework of periodic media, by considering higher order
terms in the asymptotic expansion fields [1] which are neglected in the classical approaches. Each term
of the series are then obtained by solving linear elastic problems posed over a periodic unit cell which
are solved by means of modified Fast Fourier Transform based method. In fine, we propose a micro-
macro transition based on the elastic energy density, in order to formulate the macroscopic law of the
composite. An application to a composite reinforced by long fibers is proposed in the last part of this
paper.
Mots clefs : Milieu du Second Gradient, Homoge´ne´isation, De´veloppement Asymp-
totique
1 Introduction
La de´marche classique d’homoge´ne´isation des milieux pe´riodiques applique´e aux mate´riaux composites
repose sur l’hypothe`se de se´paration des e´chelles, c’est a` dire que la taille des e´le´ments microstructu-
raux reste petite devant la taille de la structure e´tudie´e. Dans ce cadre de validite´, les grandeurs dites
macroscopiques sont uniformes a` l’e´chelle locale (celle des he´te´roge´ne´ite´s), les proprie´te´s effectives
(obtenues par le processus d’homoge´ne´isation) n’introduisent pas de taille caracte´ristique lie´e a` la
microstructure (typiquement la taille des renforts). Cette hypothe`se reste valide lorsque la taille des
he´te´roge´ne´ite´s reste petite devant les dimensions de la structure e´tudie´e. Des mode`les visant a` inte´-
grer les effets microstructuraux a` l’e´chelle macroscopique ont e´te´ propose´s dans les anne´es 60 (voire
par exemple [7, 8, 4, 5]). Essentiellement, ce sont les mode`les dits de milieux du second gradient, ils
introduisent les effets du gradient de la de´formation et une taille caracte´ristique de la microstructure.
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Contrairement aux me´thodes d’homoge´ne´isation, les mode`les a` gradient permettent de rendre compte
ve´ritablement des effets d’e´chelles. Ne´anmoins ces mode`les sont de nature phe´nome´nologique, ils ont
e´te´ e´tablis sans lien direct avec les proprie´te´s de la microstructure. De plus, ces mode`les introduisent
ge´ne´ralement un grand nombre de parame`tres dont l’identification expe´rimentale pose un certain
nombre de difficulte´s.
On propose donc ici une de´marche visant a` inte´grer les effets microstructuraux dans un cadre d’ho-
moge´ne´isation. L’approche s’appuie sur les re´sultats de Boutin [1] concernant les techniques par de´-
veloppement asymptotique applique´es aux milieux composites. Dans ce cadre les effets de gradient
de la de´formation macroscopique sont introduits a` l’e´chelle locale en conside´rant les termes d’ordre
2. Les approches classiques se restreignent, elles, a` un de´veloppement au premier ordre, pour la des-
cription des champs locaux. Une approche base´e sur la transforme´e de Fourier rapide, introduite par
[6], est propose´e pour la re´solution du proble`me a` l’ordre 2. Enfin, la transition micro-macro est alors
effectue´e a` partir d’une relation de moyenne e´crite sur l’e´nergie e´lastique. On de´montre ainsi que le
comportement a` l’e´chelle de la structure est celui d’un milieu du second gradient. L’identification des
proprie´te´s effectives de ce milieu dans le cas d’un composite a` fibre est pre´sente´e dans la dernie`re
partie de ce travail.
2 L’approche par de´veloppement asymptotique
On rappelle ici la me´thode par de´veloppement asymptotique et la formulation du proble`me a` l’ordre
deux e´tabli dans [1]. On conside`re donc un milieu pe´riodique de´fini par une cellule de base choisie de
forme paralle´le´pipe´dique (bien adapte´ pour la mise en oeuvre des me´thodes de re´solution nume´rique).
Chacune des phases constitutives du milieu he´te´roge`ne sont de´crites par les e´quations de l’e´lasticite´ :
∇.σ = 0
σ = C(x) : ε
ε = 12(∇⊗ u+ u⊗∇)
(1)
On note par ² = l/L le facteur d’e´chelle, ou` l et L repre´sentent respectivement la taille caracte´ristique
de la cellule et de la macrostructure e´tudie´e. L’existence de deux e´chelles suppose que le facteur ²
soit petit devant 1. Dans ce contexte on peut appliquer la me´thode base´e sur les de´veloppements
asymptotiques. Celle-ci est constitue´e des quatre e´tapes suivantes :
– On introduit les deux variables d’espace x et y = x/², ou` x est la variable d’espace ”macroscopique”
ou ”lente” tandis que y est la variable d’espace ”microscopique” ou ”rapide”.
– Le de´placement en tout point de la microstructure peut eˆtre de´veloppe´ sous la forme : u(x,y) =
u0(x,y) + ²u1(x,y) + ²2u2(x,y) + ...
– Dans les e´quations d’e´lasticite´ (1) l’utilisation de deux variables d’espace x et y sugge`re d’utiliser la
de´composition suivante pour l’ope´rateur gradient : ∇ =∇x + 1²∇y, ou` les indices x et y indiquent
que les de´rive´es sont prises respectivement par rapports aux variables x et y.
– On regroupe les termes de meˆme puissance en ² pour former des syste`mes d’e´quation d’ordre 0, 1, 2....
Le proble`me a` l’ordre ze´ro est un proble`me trivial qui conduit a` : u0(x,y) = U0(x). C’est a` dire que
le champ u0(x) est de nature purement macroscopique. Le champ a` l’ordre 1 u ≡ u1(x,y) ve´rifie :
∇y.σ = 0
σ = C(y) :
[
εy(u) + εx(U0)
]
εy(u) = 12(∇y ⊗ u+ u⊗∇y)
u pe´riodique, t = σ.n antipe´riodique
(2)
Il s’agit du proble`me ge´ne´ralement conside´re´ dans les approches classiques par homoge´ne´isation dans
lesquelles εx(U0) s’interpre`te comme le tenseur des de´formations macroscopiques. La conside´ration
des termes aux ordres supe´rieurs du de´veloppement asymptotique fait que εx(U0) ne peut s’interpre´ter
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comme tel. Nous reviendrons sur ce point dans la section qui suit.
Compte tenu de la line´arite´ des e´quations, le champ u1 est une fonction line´aire de εx(U0). On a
donc :
u1(x,y) = U1(x) +X1(y) : εx(U0(x)) (3)
S’agissant maintenant du champ a` l’ordre deux, u ≡ u2(x,y), il ve´rifie le syste`me d’e´quations :
∇y.σ + f = 0
σ = C(y) :
[
εy(u) + εx
(
u1
)]
εy(u) = 12(∇y ⊗ u+ u⊗∇y)
u pe´riodique, t = σ.n antipe´riodique
(4)
avec : f = ∇x.
[
C(y) :
(
εy
(
u1
)
+ εx(U0(x))
)]
. Encore une fois, compte tenu de la line´arite´ des
e´quations, le champ de de´placement u2 peut s’e´crire sous la forme :
u2(x,y) = U2(x) +X1(y) : εx
(
U1(x)
)
+X2(y)
...∇xεx(U0(x)) (5)
Les champs d’ordre supe´rieur sont obtenus en employant la meˆme strate´gie.
3 Le comportement homoge´ne´ise´
Le principe d’homoge´ne´isation consiste a` remplacer le milieu he´te´roge`ne re´el par un milieu fictif,
homoge`ne, e´quivalent obtenu par des relations de moyenne sur les grandeurs locales. Les champ
locaux peuvent s’e´crire sous la forme :
u(x,y) = U(x) + ²X1(y) : E(x) + ²2X2(y)
...∇xE(x) + ...
ε(x,y) = A0(y) : E + ²A1(y)
... ∇xE + ...
(6)
Ou` les composantes de A0(y), A1(y), etc, sont calcule´es a` partir de celles des tenseursX1(y),X2(y),
etc. Les champs Xi(y) e´tant pe´riodiques et a` moyenne nulle sur la cellule e´le´mentaire, les champs
U(x) et E(x) repre´sentent le de´placement et la de´formation macroscopique :
U(x) =< u(x,y) >V= U0(x) + ²U1(x) + ²2U1(x) + ...; E(x) =< ε(x,y) >V= εx(U(x)) (7)
Ou` les crochets < • >V de´finissent la moyenne prise sur le volume de la cellule e´le´mentaire, note´ V .
Dans la suite on ne´glige les termes faisant intervenir le double, triple, etc, gradient de la de´formation
macroscopique. L’e´nergie e´lastique macroscopique, W (x), est alors de´finie par :
W (x) =
1
2
< σ(x,y) : ε(x,y) >V=W 0(x) + ²W 1(x) + ²2W 2(x) (8)
Ou` les potentiels W0(x), W1(x) ,W2(x) s’e´crivent :
W (0) =
1
2
E : C0hom : E; W (1) = E : C1hom
... ∇E;
W (2) =
1
2
∇E ... C2hom ... ∇E
(9)
avec :
C0hom =< A0(y) : C(y) : A0(y) >V ; C1hom =< A0(y) : C(y) : A1(y) >V ;
C2hom =< A1(y) : C(y) : A1(y) >V
(10)
Le potentiel obtenu est une fonction quadratique de la de´formation macroscopique et du gradient de
la de´formation macroscopique. Le comportment du milieu de´crit par un tel potentiel est celui d’un
milieu dit du second gradient tel qu’introduit dans les travaux de Toupin [7, 8] et Mindlin [4, 5].
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4 Re´solution par un sche´ma ite´ratif base´ sur la transforme´e de Fourier
rapide
L’utilisation d’un sche´ma ite´ratif base´ sur la transforme´e de Fourier rapide (TFR), tel qu’introduit
dans [6] est bien adapte´ pour re´soudre les proble`mes d’e´lasticite´ successifs pose´s sur la cellule e´le´men-
taire. L’algorithme introduit dans [6] permet de re´soudre le proble`me a` l’ordre 1 de´finit par (2). Le
proble`me a` l’ordre deux fait intervenir des forces de volume f ainsi que le terme C(y) : εx
(
u1
)
qui
peut s’interpre´ter comme un champ de polarisation impose´ a` la cellule e´le´mentaire. Une re´e´criture du
sche´ma algorithmique est donc ne´cessaire. Les proble`mes (2) et (4) peuvent se mettre sous la forme :
∇y.σ + f(y) = 0
σ = C0 : ε+ s(y)
ε = 12(∇y ⊗ u+ u⊗∇y)
u pe´riodique, t = σ.n antipe´riodique
(11)
Le proble`me d’inhomoge´ne´ite´ est re´solu par la me´thode TFR en s’appuyant sur la solution d’un
proble`me d’inclusion au sens d’Eshelby [3]. Conside´rons le proble`me d’e´lasticite´ suivant :
∇y.σ + f(y) = 0
σ = C0 : ε+ τ (y)
ε = 12(∇y ⊗ u+ u⊗∇y)
u pe´riodique, t = σ.n antipe´riodique
(12)
dont on cherche la solution pour s et f impose´s. Le champ des de´formation ε et le champ de contrainte
σ sont des champs pe´riodiques a` moyenne nulle sur la cellule e´le´mentaire. Les proble`mes (2) et (4)
peuvent tout deux se mettre sous la forme (12). La solution de (12) s’e´crit, dans le domaine de Fourier :
ε(ξ) = −Γ0(ξ) : (τ (ξ) + b(ξ)) (13)
Ou` ε(ξ), τ (ξ) etc, repre´sentent les transforme´es de Fourier des champs ε(y), τ (y), etc, et ξ de´signent
les vecteurs d’ondes. Dans (13), Γ0(y) est le tenseur de Green du milieu pe´riodique associe´ au milieu
homoge`ne de rigidite´ C0 et le symbole ”*” de´signe le produit de convolution. Le tenseur d’ordre deux
b(ξ) est fonction des forces de volume f(ξ) :
b(ξ) =
i
‖ξ‖4
[
ξ ⊗ ξf(ξ).ξ − (f(ξ)⊗ ξ + ξ ⊗ f(ξ))‖ξ‖2
]
(14)
L’identification du syste`me (12) avec (11) donne τ (y) = (C(y) − C0) : ε + s(y). La solution du
proble`me (11) peut se mettre sous la forme :
ε(y) = −Γ0(y) ∗
[
(C(y)−C0) : ε+ s(y) + b(y)
]
(15)
Ou` b(y) est la transforme´e de Fourier inverse de b(y) de´fini dans (14). La re´solution de cette e´quation
inte´grale peut eˆtre obtenue en utilisant les meˆme outils que ceux utilise´s dans la me´thode classique
introduite dans [6]. Le sche´ma ite´ratif utilise´ est de´crit ci-dessous :
εi(y) = F−1(εi(ξ))
σi(y) = C(x) : εi(x) + s(y)
σi(ξ) = F(σi(y))
test de convergence
εi+1(ξ) = εi(ξ)− Γ0(ξ) : (σi(ξ) + b(ξ))
(16)
Ou` F et F−1 de´signent respectivement la transforme´e de Fourier et son inverse. Le sche´ma est alors
stoppe´ lorsque l’e´quilibre local est atteint.
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5 Illustration
Conside´rons un composite a` fibres de´fini par une cellule carre´e de cote´s 2b et contenant une fibre de
section cylindrique de rayon a, aligne´e dans la direction Ox3. Les modules e´lastiques de la matrice
sont choisis e´gales a` µM = 20GPa, λM = 20GPa tandis que ceux de l’inclusion sont µI = 40GPa et
λI = 40GPa. Pour des raisons de simplicite´ d’e´criture, on repre´sente le gradient de la de´formation
macroscopique a` l’aide d’un vecteur de dimension 18 :
∇E = [G11 . . . G61 G12 . . . G62 G13 . . . G63] (17)
avec G11 = ∇1E11, G12 = ∇2E11, G61 =
√
2∇1E12 etc. Le tenseur C2hom est repre´sente´ par une
matrice de dimension 18× 18 :
[C2hom] =

C1111 . . . C1161 C1112 . . . C1162 C1113 . . . C1163
. . .
...
...
. . .
...
...
. . .
...
C6161 C6112 . . . C6162 C6113 . . . C6163
C1212 . . . C1262 C1213 . . . C1263
. . .
...
...
. . .
...
C6262 C6213 . . . C6263
Sym C1313 . . . C1363
. . .
...
C6363

18×18
(18)
La cellule est soumise a` des sollicitation en e´tat plan de de´formation (G11, G22, G12, G21, G61, G62).
Sur les figures 1, 2 et 3 on repre´sente les variations des composantes planes (dans le plan Ox1x2)
de la matrice [C2hom] (ou plutoˆt les composantes adimensionne´es, note´es Cijkl = Cijkl/(4b2µM )) en
fonction du rapport a/b.
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Figure 1 – Composantes C1111 et C6161 en fonction du rapport a/b.
6 Conclusion
Nous avons propose´ une approche microme´canique visant a` rendre compte des effets du second gradient
et des effect de taille des e´le´ments microstructuraux. La de´marche repose sur (i) l’utilisation de
l’approche par de´veloppement asymptotiques pour la de´termination des champs locaux aux ordres
supe´rieurs, (ii) l’utilisation d’un sche´ma ite´rative base´ sur la transforme´e de Fourier rapide pour la
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re´solution des proble`mes locaux successifs (ii) l’e´criture d’une e´quivalence fonde´e sur l’e´nergie e´lastique
pour la transition d’e´chelle. La mise en oeuvre de la me´thode dans le cas d’un composite a` fibre a permis
de mettre en e´vidence la pertinence de la de´marche propose´e pour l’identification des coefficients des
milieux du second gradient.
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Figure 2 – Composantes C1121 et C1162 en fonction du rapport a/b.
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Figure 3 – Composantes C2121 et C2162 en fonction du rapport a/b.
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